Probe klausur 07/08 


zu Aufgabe 1 


1. Die erweiterte Koeffizienteninatrix ist 


. Urn diese Matrix in 


/I 2 1 1 | 5\ 

2 4 0 0 | 6 

1 2 0 1 | 3 

\0 0 1 1 | 2 / 

Treppennormalform zu iiberfuhren, subtrahieren wir das Doppelte der ersten Zeile 
von der zweiten und die erste Zeile von der dritten. Wir erhalten 


/I 2 1 1 | 5 \ 

0 0-2-2|-4 
0 0-1 0 | -2 

\0 0 1 1 | 2 / 

Wir addieren das Doppelte der vierten Zeile zur zweiten und die vierte Zeile zur 
dritten. Dies ergibt 

/I 2 1 1 | 5\ 

0 0 0 0 I 0 

0 0 0 1 I 0 

\0 0 1 1 I 2/ 

Wir vertauschen die zweite und die vierte Zeile und erhalten 


/I 2 1 1 | 5\ 

0 0 1 1 | 2 

0 0 0 1 | 0 

\0 0 0 0 I 0/ 

Wir subtrahieren die zweite Zeile von der ersten und die dritte Zeile von der 
zweiten. Wir erhalten 

/I 2 0 0 | 3\ 

0 0 1 0 | 2 

0 0 0 1 | 0 

\0 0 0 0 I 0/ 


Dies ist die Treppennormalform der erweiterten Koeffizienteninatrix. 



zu 


. Ill 


/I 2 0 0 I 3\ 

0 0 1 0 | 2 

0 0 0 1 | 0 

\0 0 0 0 | 0/ 


streichen wir die Nullzeile und fxigen eine Nullzeile so ein, 


dass die Matrix links des Striches quadratisch ist und die Pivot-Positionen auf 


der Diagonalen stehen. Wir erhalten 


/I 2 0 0 | 3\ 

0 0 0 0 I 0 

0 0 1 0 I 2 

\0 0 0 1 | 0 / 


Rechts des Striches steht A 0 = 


/3\ 

0 

2 

Vo/ 


, eine Losung des linearen Gleichungssystems. 


In 


/I 2 0 0\ 
0 0 0 0 
0 0 10 
\0 0 0 1/ 


ersetzen wir die Null auf der Diagonalen durch —1 und erhalten 


/I 2 0 0\ 

0-100 
0 0 10 

\0 0 0 1/ 

Die gesuchte Losungsinenge ist dann 



/3\ 


f 

2 \ 

\ 


0 



-1 

| CL £ K. 

c = 

2 

+ < 

a 

0 



W 


K 

loj 

J 


Aufgabe 2 


1. Seien a + bT + cT 2 und a' + b'T + c'T 2 in V. Dann gilt 

f((a + bT + cT 2 ) + (a' + b'T + c'T 2 )) = f((a + a!) + (b + b')T + (c + d)T 2 ) 

= ( a + a' + c + J) + {b + b')T 2 
= (a + c) + bT 2 + (a' + d) + b'T 2 
= f(a + bT + cT 2 ) + f{a! + b'T + c'T 2 ). 



Sei r £ R, und sei a + bT + cT 2 £ V.Dann gilt 


f{r(a + bT+ cT 2 )) = f(ra + rbT + rcT 2 ) 
= (ra + rc ) + rbT 2 
= r((a + c)+bT 2 ) 

= rf(a + bT + cT 2 ). 


Es folgt, dass / linear ist. 

2. Als Basis B wahlen wir die Standardbasis, also B = (1. T, T 2 ). Dann gilt 


/(1) = 1 = 1- 1 + 0-T + 0T 2 , 

f(T) = T 2 = 0 • 1 + 0 • T + 1 • T 2 , 

f(T 2 ) = 1 = 1- l + O-T + O-T 2 . 


Die Koeffizienten schreiben wir als Spalten in eine Matrix und erhalten 


bM B (f) = 


(\ 0 
0 0 
\o 1 


1 \ 

0 

0 / 


3. Es ist Rg(/) = Rg(BM B (/)) = 2. 


zu Aufgabe 3 

1. Wir benutzen zum Beweis das Unterrauinkriteriuni. 

Das Nullpolynom liegt in U, derm es ist von der Form 2a + 36 + bT + aT 2 , mit 
a = b = 0. 

Seien 2a + 36 + bT + aT 2 und 2a' + 36' + b'T + a'T 2 in U. Dann gilt (2a + 3b+bT+ 
aT 2 ) + (2 a' + 3 b’ + b’T + a'T 2 ) = 2(a + a') + 3(6 + b') + (6 + b')T + (a + a')T 2 € U. 

Sei 2a + 36 + bT + aT 2 £ U , und sei r £ R. Dann gilt r(2a + 36 + 6T + aT 2 ) = 
2ra + 3rb + rbT + raT 2 £ U. Mit dem Unterrauinkriteriuni folgt, dass U ein 
Unterraum von R[T] ist. 

2. Die Polynome 2 + T 2 und 3 + T liegen in U. Wir zeigen, dass (2 + T 2 ,3 + T) eine 
Basis von U ist. 

Erzeugendensystem: Sei 2a + 36 + 6T + aT 2 £ U. Dann gilt 
2a + 36 + bT + aT 2 = a(2 + T 2 ) + 6(3 + T), 


und es folgt, dass (2 + T 2 ,3 + T) ein Erzeugendensystem von U ist. 



Lineare UnabhSngigkeit: Die beiden Polynome 2 + T 2 und 3 + T sind keine 
Vielfachen voneinander. Es folgt, dass sie linear unabhangig sind. 

Da die Polynome in U liegen, ein Erzeugendensystern von U bilden und linear 
unabhangig sind, bilden sie eine Basis von U. 


WS 07/08 


zu Aufgabe 1 


Die erweiterte Koeiiizientenmatrix des linearen Gleiehungssystems ist 

/0 1 2 0 1 1 | l\y 

A! = 0 0 0 1 1 0 | 2 . 

\o 0 0 0 0 1 | 3/ 


Diese Matrix iiberfuhren wir in Treppennormalform und erhalten 


T' = 


/o 1 2 0 1 0 
0 0 0 1 1 0 
\0 0 0 0 0 1 


-2\ 

2 

2/ 


Links des Strichs steht die TVeppennormalform T der Koeffizientenmatrix A. 

Wir fiihren Nullzeilen so ein, dass die Matrix links des Strichs quadratisch ist und die 
Pivot-Positionen auf der Diagonalen stehen: 

/0 0 0 0 0 0 ] 0 \ 

0120101-2 
0 0 0 0 0 0 [ 0 

0 0 0 1 1 0 I 2 

0 0 0 0 0 0 I 0 

\0 0 0 0.0 1 I 3 J 

Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung des linearen Gleiehungssystems. Wir 
fiigen nun —1 uberall auf der Diagonalen ein, wo 0 steht. 


(-1 

0 

0 

0 

0 

0 


0 \ 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

t 

-2 

. 0 

0 

-1 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

-1 

0 

1 

0 

\0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

, 3 / 



An dieser Matrix kdnnen wir die Losungsmenge ablesen: Eine spezielle Losung steht 
rechts des Strichs, und die Losungsmenge des homogenen Systems ist die Menge der 
Linearkombinationen der Spalten, in denen wir —1 eingefiihrt haben. Es folgt: 






(2 0\ /O l\ 0 O’. 

Die Matrizen | . , I sind linear unabhangig, bilden also eine 

\Q QJ \l OJ \Q 2* 

Basis von Bild(/). 

Mit dem Rangsatz gilt N • ' s 

dim(U) — dim(Kern(/)) + dim(Bild(/)), 

also dim(Kern(/)) = 4— 3 = 1. Bs reicht also, eine linear unabhangige Matrix in 
Kern(/) zu finden. 

Sei A = ^ ^ . Dann gilt f(A) = ^ ^, also A E Kern{/). Somit ist A 

eine Basis von Kern(/). 


zu Aufgabe 3 

Zum Beweis benutzen wir das Unterraumkriterium. Die Nullmatrix liegt in V. Seien 

4 - (» !)- b = (£ 5) e v - D “ n &atA+B = (»+£ !+*) e v - Sei 

( cl b\ ( TGr vb \ 

G V. Dann gilt ( rA ) = ( , also rA G V. Mit dem 

b cl \rb rcI 

Unterraumkriterium folgt, dass V ein Unterraum von M 22 QK) ist. 



Nachklausur 07/08 


zu Aufgabc 1 


/o 

1 

2 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

-1 

1 1 in 

V° 

0 

0 

0 

1 

1 V 


Wir iiberfuhren die erweiterte Koeffizientenmatrix 


Treppennormalform. Dazu subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und 

( 0120 1 | l\ 

0 0 0 1 —1 | 1 . Jetzt subtrahieren w T ir die dritte Zeile von der 

0 0 0 0 1 | 3 J 

ersten und addieren sie zur zweiten. Wir erhalten 


0 

1 

2 

0 

0 1 

-2\ 

0 

0 

0 

1 

0 1 

4 

0 

0 

0 

0 

1 1 

3 ) 


Diese Matrix ist in Treppennormalform. Wir fiigen Nullzeilen so ein. dass die Ma¬ 
trix links des Strichs quadratisch wird und die Pivot-Positionen auf der Diagonalen 
stehen. 


^0 

0 

0 

0 

0 1 

0 > 

0 

1 

2 

0 

o 1 

-2 

0 

0 

0 

0 

o 1 

0 

0 

0 

0 

1 

o 1 

4 


0 

0 

0 

1 1 

3 / 


/o\ 


Reehts des Strichs steht eine spezielle Losung Aq = 


-2 

0 

4 




Wir fiigen —1 dort auf der Diagonalen ein, wo 0 steht und erhalten 


/-I 

0 

0 

0 

o 1 

0 > 

0 

1 

2 

0 

o 1 

-2 

0 

0 

-1 

0 

o 1 

0 

0 

0 

0 

1 

o 1 

4 

v ° 

0 

0 

0 

1 1 

3 / 


Jetzt koimeii wir C ablesen. Es ist 


fo) 


f 

(-i\ 


(o\ 

> 

-2 



0 


2 


0 

+ < 

a 

0 

+ b 

-1 

| Q,) b £ IR. 

4 



0 


0 


V 3 J 


< 

\°) 


\°) 
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zu Aufgabe 2 

Es sind 


Es folgt 


f(v l) = O-Vi 

+ 

1 • V 2 

+ 

1 • Vs 

fM = o • v \ 

+ 

0 • V 2 

+ 

1 • U 3 

/(u 3 ) = 1 • Vi 

— 

1 • V 2 

+ 

0 • V 3 


( 00 1 \ 
1 0 -1 
1 1 0 / 


Es ist dim(Bild(/)) = Rg(gM b(/)). Zur Rarig-Bestiinmung beginnen wir, die Matrix 

/0 0 1 

1 0 —1 | in Treppeimormalform zu uberfuhren. Wir vertauschen die erste und 

^1 1 0 


/l 1 0\ 


die dritte Zeile und erhalten 


. Jetzt subtrahieren wir die erste Zeile von 


1 0 -1 
V> 0 1/ 

hi o > 

der zweiten und erhalten 0 —1 —1 

Vo 0 l) 

denn es ist klar, dass diese Matrix den Rang 3 hat. Somit folgt dim(Bild(/)) = 3. 


. Jetzt konnen wir aber schon aufhoren, 




zu Aufgabe 3 


1 . Wir benutzen zum Beweis das Unterraumkriterium. Mit a = b = 0 liegt das 
Nullpolynom in U. Seien a, a 1 , b, b\ s G R. D arin gilt 


(a + bT + aT 2 + (a + b)T 3 ) + (a' + b'T + a!T 2 + (a' + ^)T 3 ) 
= (a + o') + (6 + V)T + (a + a')T 2 + (a + a' + b + b’)^ G (7 


mid 


s(a + bT + aT 2 + (a + fyT*) = sa + sbT + saT 2 + (sa + sfi)T 3 G U. 

Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass U ein Unterraum von V ist. 

2. Mit a = 1 und b = 0 gilt 1 + T 2 + T 3 G £/, und mit a = 0 und 6=1 
gilt T + T 3 G U. Diese Polynome sind linear unabhangig, denn sie sind keine 
Vielfachen voneinander. Wir zeigen nun, dass sie auch ein Erzeugendensystem 
von U bilden. Dazu sei a + bT + aT 2 + {a + b)T A G U. Dann gilt a + bT + 
aT 2 + (a + 6 )T 3 = a(l + T 2 + T 3 ) + 6 (T + T 3 ), somit ist jedes Polynom in U 
eirie Linearkombination der Polynome 1 + T 2 + T 3 und T + T 3 . Es folgt, dass 
1 + T 2 + T 3 , T + T 3 eine Basis von U ist. 


zu Aufgabe 4 

1. Sei m = dim(Bild(/)) = dim(Kern(/)). Mit dem Rangsatz gilt 

dirn(U) = dirn(Bild(/)) + dim(Kern(/)) = 2 to, 
somit ist dim(U) gerade. 

2 . Sei V = R 2 , und sei e 1} e 2 die Standardbasis von R 2 . Sei / : R 2 —» R 2 die 
lineare Abbildung, die durch f(e i) = 62 und /(e 2 ) = 0 definiert wird. Dann 
ist e2,0 ein Erzeugendensystem von Bild(/), das lieiCt, e 2 ist eine Basis von 
Bild(/). Mit dem Rangsatz ist dim(Kern(/}) = 1, und e 2 G Kern(/). Es folgt 
Kern(/) = { ae 2 | a G R} = Bild(/). 
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Aufgabe 2 


Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist 

/0 1 5 0 1 1 | l\ 

0 0 0 2 2 0 | 2 . 

^0 000 1 1 I 3/ 

Diese Matrix uberfuhren wir in Treppennormalform. Da fur teilen wir die zweite Zeile durch 
2 : 

/0 1 5 0 1 1 | l\ 

0 0 0 1 1 0 j 1 

^0 0 0 0 1 1 I 3y 

Jetzt subtrahieren wir die dritte Zeile von der ersten: 

( 015000 | - 2 \ 

0 0 0 1 1 0 1 1 

0 0 0 0 1 1 | 3 / 

Im nachsten Schritt subtrahieren wir die dritte Zeile von der zweiten: 

/0 1 5 0 0 0 | -2\ 

0 0 0 1 0 -1 | -2 

^0 0 0 0 1 1 | 3 ) 

Die Matrix ist jetzt in Treppennormalform. Da die Range der Koeffizientenmatrix und 
der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich sind, besitzt das lineare Gleichungssystem eine 
Losung. 



Wir fiigen nun Nullzeilen so ein, dass die Matrix links des Strichs quadratisch ist und die 
Pivotpositionen auf der Diagonalen stehen. 


/o 

0 

0 

0 

0 

0 

ON 

0 

1 

5 

0 

0 

0 

-2 

0 

0 

a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

a 

i 

0 

-l 

—2 

0 

0 

0 

0 

i 

i 

3 

\o 

0 

0 

0 

0 

0 

0/ 


Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung Xq des linearen Gleichungssystems. Jetzt 
ersetzen wir die Nullen auf der Diagonalen durch —1: 


/-l 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0\ 

0 

1 

5 

0 

0 

0 

1 

-2 

0 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

-1 

1 

-2 

D 

0 

a 

0 

1 

1 

1 

3 

o 

0 

0 

0 

0 

-1 

1 

0/ 


Die Losnngsmenge C ist dann 


ON 


r 

(~1\ 


ON 


ON 


—2 



0 


5 


0 


0 



0 

+ b 

-1 


0 

| a, b, c G M > 
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Aufgabe 3 


1. Seien p = ao + ai T + a 2 T 2 und q = fen + T + b 2 T 2 in V. Dann gilt 
f(p + q) = f( a a + a \T + a -2 T 2 +b Q + b]T + b 2 T 2 ) 

~ f((a o + &o) + ( a i + b\)T + (a 2 + b 2 )T 2 ) 

+ a i + b\ 2(a 2 + b 2 ) 

—a 2 — f>2 + bi — aa — bo 



/ao + cti 2a 2 \ /f>o + 
\ - 0,2 o\ - anj y -b- 2 


2 b 2 \ 
bi-bv) 


~ f(a Q + ai T + a 2 T 2 ) + f(b Q + b\T + b 2 T 2 ) = f(p) + f(q). 


Seien p = ao + a±T + a 2 T 2 und a € R. Dann gilt 
f(ap) ~ f(aa a + aa X T + aa 2 T 2 ) = ( 


aao + ctai 2aa 2 

— Cl Cl 2 €L€L \ — CLCIq 


/«o + a^ 2a 2 'N 


a 


—a 2 aj. — ao 


= a f(p)- 





Es folgt, dass / linear ist. 

2 . Es ist ( 1 ,T,T 2 ) eine Basis von V. Es gilt /(l) = f(T) = ^ ^ und 

f(T 2 ) ~ ^ ^ . Damit ist 



ein Erzeugendensystem von Bild(/}. Wir iiberpriifen, ob die Matrizen linear unab- 
hangig sind. Bafiir seien ai.cG R, sodass gilt: 



Es folgt c = 0 und h — a — 0 , also b — a. Ans a + b = 2 a = 0 folgt a = 0 , und damit 
6 = 0 . Somit sind die Matrizen linear unabhangig und bilden daher eine Basis von 
Bild(/). 

3 . Wir wahlen B = ( 1 , T, T 2 ) und C = (En,Ei2, E21, E22)- Dann gilt 


/(l) 

— 

1 • 

£11 

+ 0 - 

E12 

+ 0 

■ E21 — 1 

■ E22 

f(T) 

— 

1 • 

E11 

+ 0 

■ Ei 2 

+ 0 

E 2 i + 1 

E -22 

f(T 2 ) 

— 

0 - 

En 

+ 2 - 

El 2 

- 1 

■ E21 + 0 

• E22 

(l 

1 

0 \ 







0 

0 

2 







0 

0 

-1 







V- 1 

1 

oj 








Es folgt cMs(/) = 
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Aufgabe 2 

Durch die elementaren Zeilenumformungen: Addition der zweiten Zeile zur ersten und 
Subtraktion der zweiten Zeile von der vierten geht A liber in die Matrix 

/ 1 0 0 1 

0 0 10 

-110 1 
\ 0 1 0 0 

Addition der ersten zur dritten Zeile und Subtraktion der vierten Zeile von der dadurch 
erhaltenen dritten ergibt die Matrix 

/ 1 0 0 1 \ 

0 0 10 

0 0 0 2 ‘ 

^ 0 1 0 0 , 

Nach Vertauschung der zweiten und vierten Zeile und danach Vertauschung der dritten 
und vierten Zeile erhalt man die Matrix 

/ 1 0 0 1 \ 

0 10 0 

0 0 10 ' 

V 0 0 0 2 / 




Durch die Umformungen: Multiplikation der vierten Zeile mit — und daiiach Subtraktion 
der vierten Zeile von der ersten Zeile erhalt man die Einheitsmatrix J 4 . 

Die Treppermormalform von A ist also die Einheitsmatrix I 4 und dainit gilt Rg(^4) = 4. 

Aufgabe 3 


1. Seien A = 


und A! — 



in M 22 (K)* Dann gilt 


f(A + A') 


* (a -f- q! b -\- b f \ 

yc + c' d + d'J 

(a + a' + b + b') + (a + a' + b + b')T + (a + a' + b + b' + c + c' + d + d')T 
(n -h b) -|- (cl “h ti)T -f- (n -I - b -h c -f- d)T 2 
+(a' + b ; ) + (a' + b')T + (a' + V + d + d')T 2 
f(A) + f(A'). 


Sei r € R, und sei A = 



€ M 22 (R). Dann gilt 


- /(« 2 ) 

= (ra + rb) + (ra + rb)T + (ra + rb + rc + rd)T 2 
= r((a + 6) + (a + b)? 7 + (a + b + c + d)T 2 ) 

= rf(A). 


Somit ist / linear. 


2 . Sei C = 



die Standardbasis von M 22 (K)- Wir 
1 + T + T 2 , f ^ ^ = T 2 und 


Da y (0 0)^(0 0 j ’ f (i oj »/ (q 1 j j ein Erzeugendensystem von Bild(/) 

ist, und da / ^ ^ und / ^ ^ ^ ^ gelten, folgt, dass 

(1 + T + T 2 ,T 2 ) ein Erzeugendensystem von Bild(/) ist. Die Polynome 1 + T + T 2 
und T 2 sind keine Vielfachen voneinander, sie sind also linear unabhangig. Somit ist 
(1 + T + T 2 ,T 2 ) eine Basis von Bild(/). 


Aufgabe 4 


Zum Beweis benutzen wir das Unterraumkriterium. 


Die Nullmatrix liegt in V, deim 0X<) — 0. 

Seien 4, B G V. Dann gilt [A -t- B^Xq AXq ~(- B Aq = 0 0 = 0, also A B G V* 

Sei a G M., und sei A G V. Dann gilt o.AXq = aO = 0, also a A G V. 

Mit deni Unterrauinkriteriuin folgt die Behauptung, 
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Aufgabe 2 


Wir schreiben A und die Einheitsmatrix I 3 durch einen Strich getrennt in eine Matrix und 
erhalten 

/ 1 0 1 | 1 0 0 \ 

I —1 1 1 j 0 1 0 ] . 

\ 0 10 10 0 1 / 

Nun uberfiihren wir diese Matrix in Treppennorinalforin. Dazu addieren wir die erste Zeile 
zur zweiten: 

/l 0 1 | 1 0 0\ 

0 1 2 j 1 1 0 . 

\0 1 0 j 0 0 1/ 

Jetzt tauschen wir die zweite und die dritte Zeile: 

/l 0 1 I 1 0 0\ 

0 1 0 j 0 0 1 I . 

^0 1 2 j 1 1 0/ 



Jetzt subtrahieren wir die zweite von der dritten Zeile: 


/l 0 1 | 1 0 0 \ 

10 1 0 I 0 0 1 

\0 0 2 j 1 1 -1J 

Wir teilen die dritte Zeile durch 2: 


(1 

0 

1 

1 1 

0 

0 \ 

0 

1 

0 

1 0 

0 

1 

v> 

0 

1 

1 

1 2 

1 

2 

-3/ 


Zum Schluss subtrahieren wir die dritte Zeile von der ersten: 

A 0 0 | i i \ 

0 1 0 | 0 0 1 . 

^ 0 1 I 5 | —\) 


Rechts des Striches steht die zu A inverse Matrix, also A 1 


Aufgabe 3 




b'\ 

^ I 6 M22(K)> und sei A € R. Dann gilt: 

£/\\ _ rfa + a' b + b'\ fa + a' b + b' + c + d d + d'\ 

dj j \^c + c' d dj y & -I- £/ a o! d d! flH - a' J 



af V + d 
b' a' + d' 


(a fa' V 

J \ c d I + J l c' d! 



und 

/ fa b\\ _ fx a Xb\_fXa Xb + Xc Ad\ 

* \\c dj J ~ * yXc XdJ ~ yXb X a + X d X a j 


= A 


a b + c d' 
b a + d a i 


= A/ 



Es folgt, dass / linear ist. 



2. Wir setzen die St andardbasis vekt. oren von M 2 2 (K) in / ein mid erhalten 


/ 

/ 

/ 

/ 


1 

0 

0 

0 

0 

1 

o 

0 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 


A o o\ 

U) 1 1J 

(0 1 0 \ 
ll 0 oJ 

/o 1 o\ 
lo 0 oJ 

f° 0 1 1 

l^o 1 oJ 


M 


M 


Ai 


At. 


Diese Matrizen bilden ein Erzeugendensystem von Bild(/). Wir zeigen. dass sie linea 
unabhangig sind. Dazu seien a, b, c, d € M mit 


a b + c d 
b a + d a 

0 0 0 \ 

0 0 OJ' 

Es folgt a = d = b = 0, also c — 0. Die Matrizen sind also linear unabhangig un 
bilden ein Erzeugendensystem von Bild(/). Soinit sind sie eine Basis von Bild(/). 

3. Es ist dim(M 22 (K)) = 4 = dirn(Bild(/)). Mit dem Rangsatz gilt 


+ c 



dim(Kern(/)) = dim(M 22 (lR)) - dim(Bild(/)) = 0, 

also Kern(/) = {0}. Da / linear ist, folgt., dass / injektiv ist. 
Natiirlich kann man die Injektivitat von / auch direkt naehreehnen. 
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Aufgabe 2 


Es ist Kern(/) die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0. Um 
diese zu berechnen, viberfiihren wir A in Treppennormalform. Dazu subtrahieren wir die 
erste Zeile von der zweiten, addieren die vierte Zeile zur dritten, und subtrahieren dann 
das Vierfache der ersten Zeile von der vierten. Das liefert 

(1-4 1 \ 

0 7-2 

0-72' 

\0 14 -4/ 

Jetzt addieren wir die zweite Zeile zur dritten und subtrahieren das Doppelte der zweiten 
Zeile von der vierten. Wir erhalten 

(l -4 1 \ 

0 7-2 

0 0 0 ’ 

\0 0 0 / 

Wir teilen die zweite Zeile durch 7 und addieren dann das Vierfache der zweiten Zeile zur 
ersten. Dainit erhalten wir die Treppennormalforin 

(1 0 -A 

0 1 -f 
0 0 0 ■ 

\0 0 0 / 

Aufgabe 3 


2 2 

Seien E und E b t T l in V. Sei a 6 M. Dann gilt 
i=0 i—0 

fi'tcHT'+thT') ~ /(E(a i + 6 i )T‘) 

i=0 i=0 i=0 


a 0 + &o clq + 6o + a,i + ?>i 

cii 4- &i + 0,2 + b<2 flf) "I" b 0 


O 0 a 0 + fli 
/'l + a 2 a 0 


bo hi + 

,h + b 2 b 0 


und 




i= 0 


i=0 


f{a E aO*) = /(E aaiT 1 ) = ( °° 0 + aai 

i=o \=o ' \ aa i + aa 2 aa o . 


( ao ao + aA % 

a [ n , n n =af(Y,aiT l ). 

\ <Ji + «2 a 0 / i=0 


Es folgt, dass / linear ist. 

Aufgabe 4 


n 

Wenn alle a.[ = 0 sind, dann ist auch E a i v i ~ 0- Nehmen wir nun an, dass nicht alle 

i=i 


n 

a, t — 0 sind und dass E a i v i ~ 0 1 st - Wir miissen zeigen, dass es keinen Index k, 1 < k < n, 

i=l 



gibtj sodass a,}* — 0 ist. Angenommen, es gibt einen Index k mit a ^ = 0 . Nadi Annahme 

k—1 n 

sind -ui, * .., Ufc+i, * * *, v n linear unabhangig. Da 0 = X) a i v i + X) a i v i ist, folgt, 

i —1 i=k -hi 

dass die Skalare ai,...,Gfc_i,a&+i, ■,a n Null sein miissen. Es folgt also a; = 0 fur alle 
1 < i < 0 . Aber das hatten wir ausgeschlossen. Dieser Widerspruch zeigt, dass es keinen 
Index k> 1 < k < n, mit — 0 gibt, also alle Koeffizienten 7^ 0 sind. 
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Aufgabe 2 

Wir schreiben A mid die 3 x 3-Einheitsmatrix in eine Matrix und erhalten 

(la b | 1 0 0\ 

0 1 c j 0 1 0 . 

^0 0 —1 100 1/ 

Jetzt uberfuhren wir diese Matrix in Treppennormalforni. Uazu subtrahieren wir das a- 
Faclie der zweiten Zeile von der ersten und addieren das c-Fache der dritten Zeile zur 
zweiten. Wir erhalten 

/l 0 b-ac | 1 -a o\ 

0 1 0 j 0 1 e . 

\0 0 -1 |00l/ 

Jetzt addieren wir das (b — ae)-Fache der dritten Zeile znr ersten und multiplizieren dass 
die dritte Zeile mit — 1 . Das ergibt 

/l 0 0 | 1 —a b-ac\ 

0 1 0 I 0 1 c . 

\0 0 1 j 0 0 -l j 

( 1 —ft b — ac\ 

0 1 c 

0 0 -1 J 

Aufgabe 3 


1. Wir verwenden zum Beweis das Unterraumkriterium. Die n x n-Nullmatrix liegt in 
V n7 denn die Summe der Diagonaleintrage ist 0. Seien A — (a z j) und B — (b{j) in 



V n . Dann gilt Spur(,4 + B) = Y ( a u + ki)= Y a a+Y ki — Spur(.4) + Spur(B) - 

1 i=l Z=I 

0 + Q — 0, also gilt A + B t Vn. Sei a € K und A — (ay) € Vn- Dann gilt 

ti n 

Spur (ft.4) — aa a — a Y a ii = nSpur(j4) = a ■ 0 = 0. Es folgt aA € V n . Mit dem 

i= 1 i— 1 

Unterraumkriterium ist V n ein Unterraum von M nn (K). 


2. Seien A — 


f 0 

,0 


:)•■-(: :)-«■(! -")• 


Die Matrizen A, 13 und C 


liegen in V>. Wir zeigen, dass ( A,B,C ) eine Basis von V\ ist. Dazu seien a,b,c € K 
mit 


aA + bB + cC — 


f 0 

0 


HH 


c 0 1 

0 -c, 


c a 
b —c 


(° »)' 


Dann folgt a — b — c— 0, und somit sind A, B und C linear unabhangig. 

€ V‘ 2 - Dann gilt Spur(.4) =a n + 022 — 0. also 022 = —an- Es 


Sei A = 
folgt 


(: 


au 012 

02L 022, 


A = 


On ft 12 
t «2l 0.22 


)-(: 


an an 
ft 2 i —&11 


— an C + a^A + d2\B. 


Somit ist (A B,C) auch ein Erzeugendensysteni von Vo, und es folgt, dass (A B,C) 
eine Basis von ist. 


Aufgabe 4 

1. Seien v,w € V. Dann gilt f^v + w) — a Q (v + w) = a a v + a Q w — f an {v) + in). 
Sei v € V und a € DC. Dann gilt f afi (&v) — a^av — aaov = a /a n (^)- Es folgt, dass 
linear ist. 

2. 1st ao ^ 0, so ist ao invertierbar, und es ist auch / £ln invert ier bar, denn / -1 ist die 
zu f ao inverse Abbildung. Damit ist f a<) ein Isomorphismus. Da ein Isomorphismus 
Basen auf Basen abbildet, gilt dim(Bild(/ ao )) — dim(V). Es folgt dim(Kern(/ QD )) — 
0. Ist a (j — 0, so ist f an die Nullabbildung. also V — Kern(/ ao ). 

Dann ist dim(Kem(/ ao )) — dim(V) und dim(Bild(/ ao )) — 0. 
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Aufgabe 2 

1. Durch die elementaren Zeilenumformungen: Addition der zweiten Zeile zur ersten 
und Subtraktion der zweiten Zeile von der vierten (= Addition der (—l)-fachen der 
zweiten Zeile zur vierten) geht A iiber in die Matrix 

/ 1 0 0 1 
0 0 10 
-110 1 
\ 0 1 0 0 

Addition der ersten zur dritten Zeile und Subtraktion der vierten Zeile von der 
dritten ergibt die Matrix 

1 0 0 1 \ 

0 0 1 0 

000 1+1 ‘ 

1 0 0 / 

Nach Vertauschung der zweiten und vierten Zeile und danach Vertauschung der 
dritten und vierten Zeile erhalt man die Matrix 

10 0 1 \ 

0 10 0 
0 0 10 
000 1+1 J 





In K = R ist 1 + 1 = 2/0. Durch die U mformungen: Multiplikation der vierten 
1 

Zeile mit - und danach Subtraktion der vierten Zeile von der ersten Zeile erhalt 
man die Einheitsmatrix J 4 . 

Die Treppennormalform von A ist also die Einheitsmatrix I 4 und damit gilt Rg(i4) = 

4. 


2. Im Fall IK = F 2 kann man die oben angegebenen Umformungen analog durchfuhren, 
bis man zur Matrix A’ gelangt. Da 1 + 1 = 0 in Fo ist, ist man dann an dieser Stelle 
fertig. Die Treppennormalforin von A lautet dann 


1 

0 

0 

1 ^ 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

0 ) 


und folglich ist Rg(A) = 3. 


Aufgabe 3 


M 


€ l 4 | xi +X 2 +X 3 +X 4 = 0). Dann ist U als Losungsmenge des honogenen 

linearen Gleichungssystems Ax = 0 mit A = ( 1111 ) ein Unterraum von R 4 . Die Matrix A 
ist bereits in Treppennorinalform und hat den Rang 1 . Deshalb gilt dim//) = 4 — 1 = 3. 
Fur die Vektoren der Standardbasis gilt jeweils x\ + xo + + x .4 = 1 , daher liegen sie 

nicht in U. 


Sei U = { 


^3 


Aufgabe 4 


Sei x 6 Kern(/)nKern(p). Dann ist f(x) = 0 = g(x). Es folgt 0 = f(x)+g(x ) = (/+p)(:c), 
also x 6 Kern(/ + g). Es folgt Kern(/) n Kern( 5 ) C Kern(/ + g), die Behauptung. 
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Aufgabe 2 


Die erweiterte Koeffizientermiatrix des linearen Gleichungssystems ist 


1 

0 

2 

2 

1 

1 \ 

0 

1 

1 

2 

5 

2 

1 

0 

2 

1 

3 

3 

\0 

1 

1 

3 

3 

1 o/ 


Wir subtrahieren die erste Zeile von der dritten 


1 

0 

2 

2 

1 

1 \ 

0 

1 

1 

2 

5 

2 

0 

0 

0 

-1 

2 

2 

\0 

1 

1 

3 

3 

i °/ 



und die zweite von der vierten 


1 0 2 2 1 | 1 \ 

0 112 5 | 2 

0 0 0 -1 2 | 2 ' 

\0 0 0 1 -2 | - 2 / 

Wir addieren die dritte Zeile zur vierten 

/l 0 2 2 1 I l\ 

011 2 5 | 2 

0 0 0 —1 2 j 2 * 

\0 0 0 0 0 I 0/ 

Nun addieren wir das Doppelte der dritten Zeile zur ersten und zur zweiten Zeile, multi- 
plizieren die dritte Zeile mit —1 und erhalten die Treppennormalform 


/l 0 2 0 5 I 5 \ 

0 110 9 I 6 

0 0 0 1 — 21—2 
\0 0 0 0 0 I 0 / 

Wir fiigen Nullzeilen und — l’en ein und erhalten 


/I 

0 

2 

0 

5 

1 

5 \ 

0 

1 

1 

0 

9 

1 

6 

0 

0 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

-2 

1 

-2 

\0 

0 

0 

0 

-1 

1 

0/ 


Von dieser Matrix lesen wir die Losungsmenge ab: 


r 

5 \ 


(2\ 


5 ^ 

y 


6 


1 


9 


< 

0 

-2 

\o) 

+ d 

-1 

0 

+ b 

0 

-2 

\-y 

| a, b € R > 

* 


Aufgabe 3 


Um zu zeigen, dass U ein Unterraum von C[a , b] ist, benutzen wir das Unterraumkriterium. 

b ^ 

Fur 0, das Nullelement von C[a,6], gilt f 0 dx = 0, also gilt 0 G U. Seien weiter /, g £ t/, 

a 

b b b b b 

also f f(x)dx = 0 = f g(x)dx. Dann ist /(/ + g)(x)dx = f{f(x) + g(x))dx = f f(x)dx + 

CL CL CL CL CL 

b 

f g(x)dx = 0 + 0 = 0. Also folgt / + g € U. Sei nun / £ U und A € R. Dann ist 

a 

b b 

f(Xf)(x)dx = A f f(x)dx = A • 0 = 0, also A/ € U. Mit deni Unterraumkriterium folgt, 

a a 

dass U ein Unterraum von C[a,b\ ist. 




Aufgabe 4 


Da V\,V2, V3 linear abhangig sind, gibt es a, 7 GK mit 

av\ + fiv 2 + 7^3 = 0 , also — 7 U 3 = av\ + 0 V 2 , 

und nicht alle drei Korperelemente a, /?,7 sind 0. Angenommen, es gilt 7 = 0 . Dann ware 
av\ + pV 2 = 0, und mindestens eins der Korperelemente a, /? ist ungleich 0. Dies ist aber 
ein Widerspruch dazu, dass vi und V2 linear unabhangig sind. Es gilt also 7 ^ 0 , und die 
Gleichung —7U3 = av 1 + / 3 v2 kann durch —7 geteilt werden. Es folgt U3 = —7^1 + (—. )^2, 

und mit a = — ^ und b = — ^ folgt die Behauptung. 

Aufgabe 5 

1. Sei p = ao + a\T + CL2T 2 € V mit f(p) = (ao, —ai, a 2 , no + ai + 0,2) = (0,0,0,0). Ein 
Vergleich der ersten drei Komponenten liefert sofort, dass ao = ai = &2 = 0, also 
p = 0, gilt. Damit ist Kern(/) = {0} mit Basis 0. 

Da Kern(/) = {0} gilt, ist / injektiv. Also werden linear unabhangige Vektoren 
aus V auf linear unabhangige Vektoren in Af 14 (E) abgebildet. Die Bilder der ka- 
nonischen Basis (1,T, T 2 ) sind dann also linear unabhangig. Da sie aufierdem ein 
Erzeugendensystem von Bild(/) bilden, sind sie eine Basis von Bild(/). Also ist 

m = (1, 0 ,0,1), f(T) = (0, -1,0,1), f{T 2 ) = (0,0,1,1) 

eine Basis von Bild(/). 

2. Wir berechnen 

/(l) = (1,0,0,1) = 1 • (1,0,0,0) + 0 • (0,1,0,0) + 0 • (0,0,1,0) + 1 • (0,0,0,1) 
f(T) = (0,-1,0,1) = 0 (1,0,0,0) + (-1) • (0,1,0,0) + 0 • (0, 0 , 1 ,0) + 1 • (0,0,0,1) 
f(T 2 ) = (0,0,1,1) = 0 ■ (1,0,0,0) + 0 • (0,1,0,0) + 1 • (0,0,1,0) + 1 • (0,0,0,1). 

Also gilt 

/l 0 0 

0-10 
0 0 1 

V 1 1 1 



cM B (f) = 



SS 13 


Aufgabe 1 

Wir betrachten die erweiterte Koeffizient enniat rix des linearen Gleichungssystems: 


2 

1 

1 

0\ 

4 

2 

2 

0 

3 

1 

o 

1 

V-2 

0 

2 

V 


Wir subtrahieren das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten und addieren dann die 
vierte Zeile zur ersten und dritten Zeile: 

0 1 3 | t \ 

0 0 0 j 0 

1 1 2 | t +1 * 

\-2 0 2 j £ / 

Nun machen wir die dritte Zeile zur ersten, die erste zur zweiten, die vierte zur dritten 
und die zweite zur vierten Zeile: 


1 

1 

2 | 

1 t + A 

[ o 

1 

3 

t 

-2 

0 

2 

£ 


0 

o 

o J 


Jetzt addieren wir das Doppelte der ersten Zeile zur dritte Zeile und subtrahieren dann 
die zweite Zeile von der ersten: 

/I 0 -1 I 1 \ 

0 13| £ 

0 2 6 j 3*+ 2 ‘ 

\0 0 0 j 0 / 

Wir subtrahieren das Doppelte der zweiten Zeile von der dritten Zeile 

/I 0 -1 | 1 \ 

! 0 1 3 | £ 

0 0 0 j t+2 • 

\0 0 0 | 0 / 

Die Koeffizientenmatrix hat den Rang 2, die erweiterte den Rang 2, wenn £+2 — 0 gilt, und 
den Rang 3, wenn £ + 2^0 gilt. Das Gleichungssystern hat also genau dann inindestens 
eine Losung, wenn £ + 2 = 0, also £ = — 2 gilt. 

Aufgabe 2 

(a) Seien A, B 6 A/22(®0- Dann gilt 

<p(A + B) = (A + B)X - X{A + B) = AX + BX - XA-XB 
= AX - XA + BX — XB = <p(A) + <p{B). 



Sei nun A € M 22 OR) und AeK. Dann ist 

<p(\A) = (Aj4)X - X(AA) - XAX - XX A = A (AX - XA) = X p{A). 

Also ist p linear. 

(b) Es ist 


(1 o\ _ (1 o\ (1 i\ _ (1 i\ (1 o\ _ (1 i\ _ (1 o\ _ (0 i\ 

^ \p 0) ~ [o 0 ) \o 1) ^0 i) \o 0 ) ~ [0 0} [0 0) ~ \o 0) 

— 0 ■ Ell + 1 ■ E\2 + 0 ■ -E 21 + 0 ■ E22- 

fo A _ (° A A 1 \_( 1 A (o A _ (0 A_(° A ~ (° °\ 

v [0 oj _ ^0 0 ) ^0 1 ) ^0 1) \0 0 ) - [0 0) ^0 0) - [q 0) 

0 ■ .Eh + 0 ■ E 12 + 0 ■ E 21 + 0 ■ E 22 • 

(0 o\ = (0 o\ (1 i\_/i i\ (0 0W0 o\_/i o\ _ (—1 0 

^1 0) \l 0) [0 l) \^0 lj ^1 oj [i 1 ) [} 0) \0 1 

— ( — 1) ■ Eh "E 0 ■ E 12 + 0 ■ E 21 + 1 ■ E22- 

(0 (A _ /o o\ (1 i\_/i i\ (0 o\ _ (0 o\ _ /o A _ (0 -A 

V ^0 1) ~ ^0 1 J ^0 1) ^0 1) [0 1 J ~ \o 1) [0 1J “ \o 0 ) 

— 0 ■ Eh + (—l)Ei 2 + 0 ■ E 21 + 0 ■ E22- 

Dainit gilt 

0 0-1 0 \ 

10 0-1 
0 0 0 0 ' 

0 0 1 0 J 



Aufgabe 3 

Mit dein Rangsatz (angewendet auf p) gilt 

dim(Kern(<p)) + dini(Bild(y>)) — dim(E). 

Da p nach Voranssetzung injektiv 1st, gilt dim(Kern(</?)) = 0, also dim(Bild(<p)) = dim(E). 
Weiter ist nach Voraussetzung Bild(^) = Kern(^), also folgt dim(Kern{^)) = dim(E). Mit 
dem Rangsatz (angewendet auf ip) folgt nun 

dim(Kern(i^)) + dim(Bild(^)) — dim(E) + dim(Bild(V J )) — dim(V r ). 

Da ip nach Voraussetzung surjektiv ist, ist dini(Bild(i/0) = dim (IE) und somit 


dim(E) + dim(VE) = dim(V). 
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Aufgabe 2 


Die erweiterte KoeifizieuteiimaLrix des linearen Gleicljiingssystems 1st 

/l 0 1 -2 | l\ 

| 2 1 4 D j I) . 

^ 1 5 -1 | 2/ 

Wit subtrahieren von der zweiten Zeile das zweifache und von der dr it ten das dreifaehe 
der ersten 

(1 0 1 -2 | 1 \ 

012 4 | -2 , 

012 5 | -l) 

dann von der dritten die zweite 

/1 0 1 -2 | 1 \ 

012 4 |-2 

\o 0 0 1 I 1 / 

und mu&sen nut noeh das doppelte der dritten ziu ersten addieren und das vierfadie der 
dritten von der zweiten subtrahieren, uni die Treppennorinalfbtin zu erhalten: 


/I 

0 

1 

0 I 

3\ 

0 

1 

2 

0 [ 

-6 

1° 

0 

0 

1 




Ziini AufFullen auf DreiecksForm fiigeu wir eine Nullzeile mid -1 ein 


/I 

(1 

1 

0 1 

3 ^ 

0 

i 

2 

0 1 

-d 

0 

n 

-1 

0 1 

0 

\0 

0 

0 

1 1 

U 


und lest 1 11 daraiis die Losungsmenge ab: 


£ = 


f 




1 


-6 


2 

| u e i& 

| 

0 

4 - n 

-1 

I 



\ o ) 

J 


Wlr kdtmen auch die TNF „von unten“ aufidsen und tihall en 

id = 1 * ia beliebig , afa = —6 — 2i 3 , = 3 — X 3 

(mil dern gleicheil Ergebnia). 

Aufgabe 3 

Es 1st 

- 4 -f J) eKen “'> «* M ‘(A *+i )- 0 

^ a + t = a- fr = u + 26 = 0^u = i = 0^ji = jjj . 


also Kern(/) 


■ (C:) 


E Afaafit) | c, d E It > = {c ^ £21 + d - E 22 |[ c, d E M} . Die Ein- 


heitsmatrizen £21 und £22 bilden also ein Erzeugendensystem von Kernf/), und da sie 
linear unabbangig wnd r bilden sie auch eine Bask von Kem(/). Diese Basis kann dureh En 
und £12 zur (kanonisehen) Basis von A/ 2-2 (K) erg&nzt warden, und /(£n) und /(£i2) t also 

/ 0)) = (1 1) imd ^ ((0 0)) = (-1 2) biIdfi “ dajm eine BfLsis von Bikl ^/)‘ 
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Aufgabe 2 


/xi\ 


Wir suchen alle x = 



mit Ax = 


Die erweiterte Koeffizientenmatrix A' ist 


A' = 


'5' 

3 |, also die Losungsmenge des linearen Glei- 

1 , 


(l 1 
2 2 
3 


-2 

-3 


4 

1 


-4 -2 | 1 


Diese Matrix uberfiihren wir in Treppennorinalform. Dazu subtrahieren wir das Doppelte 
der ersten Zeile von der zweiten und das Dreifache der ersten Zeile von der dritten. Wir 
erhalten 

/l 1 —2 4 | 5 \ 

0 0 1 —7 | — 7 1 - 

\0 0 2 -14 j -14/ 



Wir subtrahieren das Doppelte der zweiten Zeile von der dritten und addieren das Doppelte 
der zweiten Zeile zur ersten. Das ergibt 


/l 1 0 -10 | -9\ 

0 0 1 -7 | -7 . 

\0 0 0 0 | 0 / 

Diese Matrix ist in Treppennormalform. Es ist Rg = Rg(A'), also existieren Losungen. 
Wir verfahren jetzt wie im Kurstext beschrieben. Wir streichen alle Nullzeilen und fiigen 
Nullzeilen so ein, dass die Matrix links vom Strich quadratisch ist und die l’en auf der 
Diagonalen stelien: 

/l 1 0 -10 I —9\ 

0 0 0 0 jo 

0 0 1 -7 j -7 ‘ 

\0 0 0 0 I 0 / 


Rechts des Striches steht eine spezielle Losung Ao = 
— 1 dort auf der Diagonalen ein, wo 0 steht: 



. Links des Striches fiigen wir 


/I 1 0 -10 | -9\ 

0-10 0 jo 

0 0 1 -7 j -7 

\0 0 0 -1 i 0 / 




Fiir t / 0 liegt der Nullvektor nicht in U t . Mit dem Unterrauinkriterium folgt, dass Ut 
kein Unterraum von R -i ist. 1st £ = 0, so ist Ut die Losungsmenge des homogenen linearen 


I 

Gleichungssysteins ^1 1 — 1^ #2 = 0. In diesem Fall ist Ut ein Unterraum von 


Aufgabe 4 


Sei / / id y. Dann gibt es ein x £ V mit f(x) / x 1 also f(x) — x / 0. Wir wenden nun 
/ auf das Element f(x) - ran mid erhalten f{f(x) — x) = /(/(#)) — /(x), denn / ist 
linear. Ferner ist f(f {x)) = (/ o /)(a:), und wegen f o f = f folgt /(/(#)) = f(x). Somit 
gilt f{f{x) — x) = f(f(x)) — f(x) = 0. Es folgt, dass f(x) — x £ Kern(/) gilt, und da 
f(x) — x ^ 0 ist, ist Kern(/) ^ {0}. Es folgt, dass / nicht injektiv ist. 



Aufgabe 5 


1 . Es ist (i?i 2 t ^i 3 i ^23) ein Erzeugendensystem von {v\ 2 , i>i 3 j 1^3 )• Weiter ist 

^23 = U 13 - Wi 2 = Vi - V 3 - Vi + V 2 . 

Somit ist v 2 % linear abhangig von v \ 2 und V13 und es folgt {^12? ^13, ^23) — {fi2?1*13). 
Wir zeigen jetzt, dass vi 2 und U13 linear unabhangig sind. Dazu seien a, b € K mit 

aui2 +&W13 — fl(wi — V2)+b(vi— U3) = avi—av 2 +bvi — bv^ = (a+6)vi —av 2 — bv$ =0. 

Da ui, v 2 und 173 linear unabhangig sind, folgt a = b = a + b = 0 . Dies zeigt, dass 
V \ 2 und U13 linear unabhangig sind. Somit ist (^12,^13) eine Basis von {v\ 2i ^13,^23). 

2 . Als Linearkombinationen von «i, v 2 und U3 sind v \ 2 und v \ 2 Elemente in V. Wir 
zeigen, dass (ui, vi 2 , ^13) eine Basis von V ist. Dazu seien a, 6, c € K mit 

av 1 + bvi 2 + CU13 — av 1 + bvi — bv 2 + ci>i — CU3 — (a + b + c)v\ — bv 2 — cv 3 — 0. 

Da (ui, v 2 , U3) ein System linear unabhangiger Vektoren ist, folgt b — c = a+b+c — 0 , 
also auch a = 0 . Somit ist (ui,vi2,ein System linear unabhangiger Vektoren 
in V. Nun ist aber dim(V) = 3 , und da drei linear unabhangige Vektoren in einem 
Vektorraum der Dimension 3 bereits eine Basis von V bilden, folgt, dass (ui, vi 2 , V13) 
eine Basis von V ist. 
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Aufgabe 2 


Dit: I'rwcLtf'rU' Ku;*flu.U:uti:uiiiJi.trix di'n lirmareii fMeicbmifysKysteiiis 1st 

fl -2 0 1 | l\ 

3 -2 1 5 | 1 

-3 1 fi j 3 / 

Wir Subt rjdusrrEMi vtai tier zwr'iten Zeilfi das dreiFadie mid van tier dritti:u ilns vier Glebe 
tin ersten 

( 1 —2 0 1 | l\ 

0 4 1 2 j -2] T 

0 S 1 2 j - 1 / 

claim vrrtaiisEljrti wir rile nivilc mil der drill m Ztrjlv nut l zielieri amiilirikml ran tier 
ueuen zweitcrn die dritti: ab 

/l —2 0 1 | I \ 

[ 0 1 0 n j 1 

\q 4 1 2 j -2) 

liiuI mim’ii iiiir iukeIi das (llappette der xweitaii zur ersLeii addk’reri uutl das vierFaelie der 
zwuitmi vou dt:r drilled subtrahiereii. mu dir TleppeimOmifllfbrm 211 iTlmltcji: 

/1 0 0 1 | 3 \ 

j 11 1 n n j j j * 

\n o 1 2 j -fi J 


Zulu Aiiffulkrn auF Dreieekfilbrul Fugeu wir eiue Nullzt'ik mid -1 eiu 


n 

0 

n 

1 1 

3 \ 

0 

1 

n 

0 1 

I 

0 

0 

1 

2 

-fi 

v> 

0 

n 

-11 

0 J 


liiuI U’scn damns dir Ldsuiij^aiK'tigi' ab: 


f 

f 7 l \ 


(l\ 

i 


1 

+ u 

n 

| a eR| 

1 

-li 


2 

1 



w 

J 


Wir kfinttwi HiitJi dki TXF ..vtifi lliitett 41 jmElueem liiuI trhidteii 

X 4 belietrig . Xft = —[5 — 2 x 4 ■ *2 = I , X[ = 3 — X 4 

(mil ik'in ^Id-dicci Ergefaliiii) _ 



Aufgabe 3 


Einfacher ali *del] auFdrimgiL'ndc |^0 j ist z.B. die IVaLI x : s = : aus uxi+bi^H- 

rift = 0 ful^t dann 


*l+M + l 0 = o + H =I) 


also hj = 0 mid dann der Reitie nacti audi = 0 uiid a = 0 . j-|. mid wind sunlit 
linear imabiiaiig;Lg und hiLdcn (abs did linear lLiiabliangige \ektiMH bn drMkllmetuJEjnalen 
R 3 ) eiiic Basis des R 3 . 

Aufgabe 4 


lefinicreni da_ss 


die MalrizenniidtipLikation cine I in can: Abbiidnng LsL Lalwn wir ini Kiu& gexeigt. mid es 
ist 


a) In V = R 2 kinuieii wir zB. f : V -t V J (" ) = (^ jj) (") = (*) de&ikrtii: 

imltipLikation cine linean: Abbiidnng LsL Lalicn wir ini Kur& gexeigt. uci 

(;) e Kem(/) ° f (&)=(!)=(!) ° u = b beueh '« 

iid(/} w es gitit x. if init f j ^ | = o ti = H, b beUebfg- 


«= Biidf/} ■“■ e& gibt x, if mil 


also isi tatsSchlicli Kjetu{/)=BSki(/). 

b) Fiir V = R :S kanu cs kciii ciitsfirceliecidiitd / geben: Wenn Kcni(/)=Bi.ld(/) seln Soil, 
muss autrli dim(Kem(/))=dilil(Bild(/)) gelten: wcllq wir da#s in den Jlaugs^tz eiii^ilztin. 
crliaLtcn wir dim(V)=dim(Kern(/))+dim( Bill] .{/))=2dini(Kem(/j). Fiir diin(V'')=3 ist 
daa nieLt zu crFullen. 
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Aufgabe 2 

Der Kern von / besteht aus alien Vektoren x £ IR 5 mit Ax = 0, ist also die Losungs- 
menge des homogenen linearen Gleichungssy stems Ax = 0. Dies bestimmen rn.it Hilfe des 
Gauflalgorithmus. Dazn uberfuhren wir A in Treppennormalform. 

/-2 2 -2 0 2 \ 

-2 2 2 -2 4 

Es ist .4 = 2 —2 0 1 —3 . 

-6 G -4-1 7 

{0 0 2 —1 1 J 

Wir suhtrahieren die erste Zeile von der zweiten. addieren die erste Zeile zur dritten nnd 
subtrahieren das 3-Fache der ersten Zeile von der vierten. Wir erhalten 

(-2 2 -2 0 2 \ 

0 0 4 -2 2 

0 0-2 1 -1 . 

002-1^ 

0 0 2 -1 1 / 


Die letzten vier Zeilen sind Vielfache voneinander, wir konnen also die letzten drei Zeilen 



durch Nullzeilen ersetzen. Wir teilen die zweite Zeile noch durch 2 und erhaiten 


/—2 2 -2 0 2 \ 

002 -11 
ooooo 
0 0 0 0 0 

^ 0 0 0 0 0; 


Jetzt addieren wir die zweite Zeile zur ersten und teilen dann die erste Zeile durch —2 und 
die zweite durch 2. Das Ergebnis ist die Treppennormalform T zu A. also 


/I -1 0 
0 0 1 


T = 


I 

?i i 3 

ooooo 


3 \ 


0 0 

\0 0 


0 0 
0 0 


0 
0/ 


w Ir streichen die Nullzeilen und fiigen neue Nullzeilen so ein. dass die Pivot-Einsen in T 
au£ der Diagonalen stehen: 

/I —1 0 £ -§\ 

ooooo 
0 0 1 -i I . 
ooooo 
\0 0 0 0 0 / 

Wir fiigen —1 dort auf der Diagonalen ein, wo 0 steht: 


/I -1 0 k -f\ 

0-100 0 
0 0 1-1 i 

0 0 0 -1 0 

\0 0 0 0 -1/ 


Die Spalten, in denen wir —1 eingefiigt haben. bilden ein Erzeugendensystem von Kern(/). 
Die Spalten sind auch linear unabhangig, bilden daher eine Basis von Kern(/). Es ist also 


( 


/-n 

-i 
0 
0 

Vo/ 


m 

0 

1 

2 

v"o l J 


M\ 

0 

1 

2 

0 

V-d 


) eine Basis von Kern(/}, 


Zur Berecimung einer Basis von Bild(/) verwenden wir zunachst den Kangsatz. Es ist 
dim (HE 5 ) = dim(Kern(/))+dim(Bild(/)), also 5 = 3+dim(Bild(/)). Es folgt dim(Bild(/)} = 
2. Es reicht also, zwei linear unabhangige Vektoren in Bild(/) zu finden. Wenn wir die ,4 
mit den Vektoren der Standard basis (ei, 62 , 63 , 64 , 65 ) von W* multiplizieren. erhaiten wir 



/—2\ 
-2 


2 \ 
2 


(-2\ 

1 2 

mit Aei gerade die i -te Spalte von .4, also .4ei = 

2 

-G 

V 0 / 

> Ae 2 = 

-2 

G . 

[oj 

II 

cn 

V 

0 

-4 

\2J 


Ae 4 — 


(*>\ 

(‘2 \ 

-2 


4 

1 

und Ae§ = 

-3 

1 


7 

\-y 




. Die Vektoren Ae 1 und sind linear unabhangig, derm 


sie sind keine Vielfachen voneinander., und sie liegen in Bild(/), Sie bilden daher eine Basis 
von Bild(/). 




Aufgabe 3 


Seien U, V , W und u. w wie in der AufgabeiisteUung, imd sei t/fl W = {0}. Seien a , fee K 
mit otii + fru; = 0. 1st <2 / 0, so folgt u = und daunt u E IF. Dann gilt u E E/ fl U\ 
und u, / 0. Das ist ein Widerspruch zu der Armahme^ dass U H W — {0} ist, und es folgt 
daher a = 0* Da 0 u — 0 ist. folgt bw = 0. Da w / 0 ist, kann diese Gleichung nor fur 6 = 0 
erfiillt sein. Wir haben also gezeigt. dass a = 6 = 0 ist. und dies bedeutet, dass u und w 
linear unabhangig sind. 
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Aufgabe 2 

Die erweiterte Ko efficient enmatrix (A|fr) des linearen Gleichungssy stems ist 

(3 2 4 -1 | 3 \ 

112 0 I 1 . 

v 2 2 4 m j l) 

Wir vertauschen die ersten beiden Zeilen 

/1 1 2 0 | A 

3 2 4 -1 | 3 , 

^2 2 4 m | 1) 

subtrahieren von der zweiten das dreifache der ersten und von der dritten das doppelte 

der ersten 

/l 1 2 0 | 1 \ 

0-1-2-11 0 , 

V0 0 0 m 1-1/ 

multiplizieren die zweite mit —1 und subtrahieren sie dann von der ersten 


A 

0 

0 -1 | 

1 \ 

0 

1 

2 1 

0 

v° 

0 

0 m 

-v 


Nun miissen wir unterscheiden: 



1. Iin Fall m = 0 haben wir (nachdem wir die letzte Zeile noch mit —1 multipliziert mid 
von der ersten snbtrahiert haben) die TNF 


A 

0 

0 -1 

1 o\ 

0 

1 

2 

1 

0 

1 ° 

0 

0 

0 

1 V 


also ist Rg(,4)—2, aber R.g(A|6)=3, und das Gleichimg^system hat koine Losung. 

2. In alien anderen Fallen (m ^ 0) konnen wir in (*) die letzte Zeile dnreh a dividieren 


A 0 0 -1 
0 12 1 
\0 0 0 1 


n 


und erhalten (indem wir die dritte Zeile zur ersten addieren und von der zweiten subtra- 
hieren) die TNF 


/l 0 0 0 | 
0 12 0| 
\0 0 0 1 | 



"i 


m 


Zinn Auffiillen auf Dreiecksform fiigen wir eine Null zeile und -1 ein 

0 0 0 I 1-M 

0 12 0| £ 

0 0-10| 0 

0 0 1 I -i) 


und lesen daraus die Losimgsmenge ah: 


( 

n-M 

m 


0 \ 



_L 


2 

| c G M 

\ 1 

rn 

+ C 

-1 


0 


v 

) 





Wir konnen auch die TNF ..von unten a auflosen und erhalten 


:r 4 = —— , x% beliebig , x 2 = — — 2x% , Xj = 1 -- 

m m 1 rn 

(mit deni gleichen Ergebnis). 

Aufgabe 3 


Es ist 
A = 


f a 

, c d ) 


€ Kern(/) O f(A) — 


= 0 « a = d = 0 o A — 


'o b\ 

S V ’ 


also Kern(/) = 


r 0 

c 


5 ) 


‘ 


G A/ 22 (^) | b. c G M / — \h - E \2 T c ' -E 21 | ft, c G R} . Die Ein- 


heitsmatrizen £12 und E 21 bilden also ein Erseugendensystem von Kern(/) ? und da sie 



linear unabhangig sind, bilden sie auch cine Basis von Kern(/). Diese Basis kann durch 
Eh and E 22 zur (kanonischen) Basis von M 22 (Et) erganzt warden, und f(En) und /(£ 22 ) ? 

" ko/ ((« °)) = (») 

Bild(/) ist also ganz R 2 ; das hatte man auch mit dem Rangsatz zcigcn konnen, odor 
man konnte einfach nachrechnen, dass / surjektiv 1st (und H arm irgendeine Basis von R 2 
angeben). 
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Aufgabe 2 


und 



bilden daiin cine Basis von Bild(/). 


(a) Die Menge Ui ist kein Unterraum von M 22 (Q})- Es sind namlich zum Beispiel ^ 
U u aber 


2 4' 
,0 2 , 


r 

,0 1 , 


+ 


2 4' 
>0 2 , 


3 5 
.0 3 , 


#Ui. 


Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass Ui kein Unterraum sein kann. 

(b) U 2 ist ein Unterraum von M 22 (Q), was wir mit dem Unterraumkriterium zeigen 


werden. Es ist 
Dann ist 

und 


0 O' 

>0 0 , 


G (72- Seien weiter 
' b 0\ 


a O' 
—a 0 , 


b O' 
-b 0, 


G U 2 und sei s G 


a 0 
—a 0 


+ 


-b 0, 

a 0\ _ 

-a 0 “ 


a + 6 O' 

(0 + 6 ) 0 , 


G Ui 


sa 

—sa 


S) 


G U 2 - 


Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass U 2 ein Unterraum ist. 



(c) C /3 ist kein Unterraurn von M 2 2 (Q), denn 


0 0 
0 0 




Aufgabe 3 


(a) Wir fiberf'iihren A in Treppennormalform. Dazu addieren wir das 2-fache der ersten 
Zeile zur zweiten und die erste Zeile zur dritten. Wir erhalten 

/1 -1 1 i) 

0 0 3 3. 

\0 0 2 2 / 

Nun multiplizieren wir die zweite Zeile mit Das ergibt 

/l -1 1 l\ 

0 0 1 1 | . 

\o 0 22 ) 

Zulu Schluss wird noch die zweite Zeile von der ersten subtrahiert und das Doppelte 
der zweiten Zeile von der dritten: 

/l -1 0 0 ^ 

0 0 11. 

\0 0 0 0/ 

Dies ist die Treppennormalform von A. Um die Losungsmenge von Ax=0 zu ermit- 
teln. streichen wir nun in der Treppennormalform die Nullzeile und fiillen dann so 
mit Nullzeilen auf, dass die Matrix quadratisch ist und die Pivotelemente auf der 
Diagonalen stehen: 


1 

-1 

0 

o\ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

^0 

0 

0 

V 


Nun ersetzen wir die Nullen auf der Diagonalem durch -1 

/I -1 0 0 \ 

0-100 
0 0 11 
\0 0 0 -Ij 

und lesen die Losungsmenge C bzw. eine Basis der Losungsmenge ab: 


(A 



1 


0 

^ 0 

? 

1 

\ o ) 


K - i ) 


(A 


(o\ 

1 


0 

0 

■} 

1 

w 




mit Basis 



(b) Die Basis 

A 

l 

0 


( 0 \ 

0 

1 

von C kann zum Beispiel durch die Vektoren 

(l\ 

0 

0 

und 

fo\ 

0 

0 


W 


V-v 


w 


VJ 


zu einer Basis von M 4 erganzt vverden. Wir zeigen. dass die 4 Vektoren linear unab- 
han gi g sind. Dazu seinen a, 6, c, d 6 K mit 


Es folgt 


/A 

1 J 

/ ° \ 


A 

| 

(o\ 


/o\ 

i 

+ 6 

0 

+ c 

0 


0 


0 

0 

1 

0 

0 


0 

W 

I 

V-v 


W 


Vv 


w 


a + c = 0 , a = 0 , 6 = 0. — b + d = 0 


und damit auch. a = b = c = d = 0 . Also sind die 4 Vektoren linear unabhangig und, 
da 4 linear unabhangige Vektoren in einem 4- dime nsionalen Raum eine Basis bilden, 
auch eine Basis. 


Die Vektoren 


( 1 \ 
0 
0 

v-v 


M 

1 

1 

V 0 / 


koniien dnrch die Vektoren 


erganzt werden. 


(c) Es ist B = ( 


Also ist 


/A 


( 0 \ 


/ A 


( 0 \ 

1 


0 


0 


0 

0 

J 

1 

7 

0 

1 

0 

VV 


V-v 


\o) 


w 


) und C = ( 


h 


/o\ 

0 

und 

i 

0 

0 

Vo/ 


w 

/0> 

l h 


1 

. o 

).I 

VV 

' VV 



zu einer Basis 


/A 

1 

0 

Vo/ 
( 0 \ 
0 
1 

v-v 

/A 
o 
0 

Vo/ 

M 
0 
0 

VV 


= o 


= 0 


(l\ 

0 

w 

/l\ 

0 

w 


+ 0 


+ 0 


+ 0 


+ 0 



= 1 


+ (- 2 ) 


+(-l) 


= 1 


A 

o 

W 


+ i 


+ i 


f 0 0 1 l\ 

cM E (f) = j 0 0 -2 1 

,0 0 -1 1 J 



Aufgabe 4 


Sei V ein K-Vektorraum uiid / : V —> V linear, 

Sei zunachst Kern(/) n Bild(/) = {0} und v E Kern(/ o /). Dann 1st = 0, also 

f(v) E Kern(/). Aufierdem ist natiirlich f(v) E Bild(f) und damit f(v) E Kern(/) n 
Bild(/) = {0}. Es folgt f(v) = 0, also v E Kern(/), Damit ist gezeigt ? dass Kern(/o /) C 
Kern(/) gilt. Es gilt aber auch Kern (/) C Kern(/o/), denn fiir v E Kern(/) gilt f(v) = 0, 
also auch = 0. Also ist Kern(/ o /) = Kern(/). 

Nun nehmen wir an, dass Kern(/o/} = Kem(/) gilt und mussen Kern{/) nBild(/) = {0} 
zeigen. Sei also v E Kern(/) n Bild(/). Da v E BiId(/) ? gibt es ein w E V mit v = /(tu). 
Da v E Kern(/), gilt f(v) = 0 und damit auch = 0. Also ist w E Kern(/ o /) = 

Kern(/). Es folgt v = f(w } = 0, Damit ist gezeigt, dass Kern(/) nBild(/) = {0} gilt. 
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Aufgabe 2 

Die erweiterte Koeffizientemnatrix (A|&) des linearen Glekhungssysterns ist 

1 2 3 0 | 7 \ 

3 7 11 0 | 25 . 

^2 3 4 1 j 14/ 

Wir subtrahieren von der zweiten Zeile das dreifache der ersten und von der dritten Zeile 
das doppelte der ersten 

(l 2 3 0 | 7\ 

0 1 2 0 | 4 , 

\0 -l -2 1 | 0/ 

addieren die zweite Zeile zur dritten 

/l 2 3 0 | 7\ 

0 1 2 0 | 4 

\0 0 0 1 | 4/ 



und subtralueren (um die Null iiber tier zweiten Pivot-Eins zu erhalten) das doppelte der 
zweiten Zeile von der ersten: 


/1 0-10| -l\ 

0 1 2 0 j 4 . 

\0 0 0 1 j 4 j 

Darnit. haben wir schon die Treppentiormalform erreldit. 

Zum Auifiillen au£ Dreiecksform fugen wir eine Nullzeile und -1 ein 



1 0 

-1 

0 | 

-1\ 


0 1 

2 

0 1 

4 


0 0 

-1 

0 

0 


(0 0 

0 

1 1 

4 / 

und lesen daraus die Losungsmenge ab: 




f 





£ _ J 

4 

+ c 

2 

1 i— 


0 

-1 

\ c t 


\4 ) 


\0j 



Wir kdiineii auch die TNF „von imten iS auflosen und erhalten 

x 4 = 4 , x A bellebig , x 2 = 4 — 2x z , ^1 = — 1 + x A 
(mit dem gleichen Ergebnis). 

Aufgabe 3 


Es 1st 


^ = I b | E Kern(/) 4^ f{x) — 


( a-\-b-\- c a — b' 
2 a + c 2b-{-Ci 


= 0 4=^ b — a. c — —2a 


/ a \ 

('\ 

a j = a 

1 

\-2a) 

\-v 


also Kem(/) = ( [ 1 
-2 


(a G M beliebig) , 


i \\ /1 

1 I 1st als einzelner Vektor linear unabhangig, bildet also 


— 2 j 


eine Basis von Kern(/). Dieser Vektor kann durch zwei beliebige Emheitsvektoren aus 
R' 1 zu einer Basis von E J erganzt werden; z.B. sind j 1 I , I 0 I , I 1 I linear unabhangig, 


,-2/ VO; 


>0, 


AA 

denn aus a \ 1 l+fjlol+cll 

r 2 / W W 


folgt a+fr = 0, a-\-c = 0, — 2a = 0, also a = b = c = 0. 


r n 

Darnit bilden (z.B.) /(| 0 

V 


r o^ 

) und /(| 1 |) 
0 


- dh - (2 J) 


und 


1 

.0 2 


eine Basis von 


Bild(/). 
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Aufgabe 2 

(a) Wir bestimmen die Treppennormalform von A. Dazu subtrahieren wir das Zweifache 
der ersten Zeile von der zweiten, und wir subtrahieren die erste Zeile von der dritten. 
Wir erhalten die Matrix 

11 2 \ 

0 1 1 . 

0 -2 a -2/ 

Nun subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und addieren das Zweifache der 
zweiten Zeile zur dritten. Es ergibt sich 

1 0 l\ 

Oil. 

0 0 a) 

Nun nhissen wir unterscheiden, ob a = 0 oder a / 0 gilt. 1st a = 0, dann ist die 
obige Matrix bereits in Treppennormalform. Ist a ^ 0, dann teilen wir die dritte 



Zeile dtirch a und erhalten 

(l 0 l\ 

0 1 1 | . 

\° 0 V 

Nun wird die dritte Zeile von der ersteii und zweiten subtrahiert. Dies ergibt die 
Einheitsmatrix J 3 , die in Treppeimormalform ist. 

(b) Fur a = 0 ist die Abbildung Ja nicht bijektiv. Aus der Treppeimormalform 

(l 0 l\ 

|011 

\0 0 0 ) 


von A lesen wir init dem Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssysteinen ab, 

1 1 

in der Losungmenge des Gleichungssystems Ax = 0 liegt. Es 


dass der Vektor 
gilt also 



Sa{ 


(1\ 

1 

v-v 



Damit ist /a nicht injektiv und darum auch nicht bijektiv. 


^ufgabe 3 


(a) Wir zeigen mit dem Unterraumkriteriuni, dass Uf ein Unterraum von E 2 ist. Wegen 

/( fo)> = (o) 8111 (o') € u f Seien nu “ (f) ’ id) 6 u ’■ Daml gilt (f) + (d) = 


a + c 1 
,b + d i 


und 


b+dX 


Also gilt € Uf. Sei nun noch € Uf und X 6 E. Dann i 


/(A £ ) = A/< ; ) = A * 


r Xb\ 

X a)' 


a 


Also gilt auch X I ^ 1 6 Uf. Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass Uf ein Unter¬ 


raum von M ist. 


(b) Da Uf und Kern(/) Unterraume von R 2 sind, gilt € Uf und e Kern(/), 


also auch { f } C (7/ H Kern(/). 



Sei nun € Uf nKern(/). Dann gilt 


/([?]) 

n \b r 


°l 

O’ 


a 


denn . I € Kern(/), und 


denn Q € Uj. Es folgt. 


also auch 


OH* 


6 1 - f °1 

s) ~ W ’ 

V 


und damit insgesamt Uf D Kern(/) C { ( q ] }* 


Aufgabe 4 


Seien a.b € K, so dass av + bw = 0 gilt. Wir wenden / auf diese Gleichung an und erhalten 

0 = /{0) = f(av + bw) = f(av) + f{bw) — af(v ) 4- bf(w) = nAu + bfiw = A av + [ibw. 

Aus av + bw = 0 folgt bw = —av. Dies setzen wir in die Gleichung A av + fibw = 0 ein und 
bekommen 

0 A av + fib'w = A av + /i(— av) = (A — fi)av. 

Da v 7 ^ 0 gilt, und aus A / /i auch A — ft ^ 0 folgt, muss a = 0 gelten. Aus a = 0 folgt 
dann aber auch sofort b = 0, und die beiden Vektoren sind linear unabhangig. 
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Aufgabe 2 


(a) Seien 


M\ 

x 2 

x 3 

\X 4 J 


/( 


/xi\ 

x 2 

x 3 

\x 4 J 


und 


fm\ 

V2 

2/3 

W 


aus E 1 und sei a £ E. Dann gilt 


+ 


M 

2/2 

2/3 

V2/4/ 


) = /( 


^1 + I/O 

*2 + 2/2 

*3 + 2/3 
\*4 + 2/4/ 


_ /(*1 + 2/l) + ( x 2 + 2/2) + (*3 + 2/3 A 
\(*2 + 2/2) + (3:3 + V 3 ) + (*4 + y 4 )) 


]X 1 + £2 + *3 
^2 + X3 + X \ 



V1+V2 + ^ 3 ^ _ r, 

2/2 + 2/3 + 2/4/ 


/*l\ 

*2 

*3 

w 


)+/( 



und 


f(a 


Ai\ 

X2 

x 3 

w 


) = /( 


( axi\ 

ax 2 
ax 3 
\ax^J 


) = 


(ax i + a3?2 + a^\ _ Ai + #2 + 373 ^ 
^a ^2 + ax 3 + a:c 4 y y3 ? 2 + 373 + 374 ^ 


= af{ 


Also 1st / linear. 

( x A 


(b) Es gilt /( 


x 2 

373 

w 


) 


27 i + a?2 + 3:3 
. 3:2 + 373 + 374 



A A 

373 

v^y 


, also A — 


(x i\ 

3:2 

^3 

W 


)• 



(c) Es gilt Kern(/) = {37 E M 4 | f(x) = 0} = {37 € JR 4 | Ax = 0}. Es muss also das 
homogene lineare Gleichimgssystem Ax = 0 gelost werden. Dazu bringen wir A in 
Treppennormalform. Es muss nur noch die zweite Zeile von der ersten subtrahiert 
werden. Das ergibt 

A 0 0 -i\ 

\o 1 1 1 )' 


Diese Matrix 1 st bereits in Treppennormalform. Wir fiigeii zwei Nullzeilen und ( —l)en 
auf der Diagonalen liinzu 

/I 0 0 -l\ 

011 1 
0 0-10 
\o 0 0 -1) 


und lesen ab ( dass die Vektoren 


/ 0 \ 

1 

-1 

Vo J 


und 


/-A 

1 

0 

V-V 


eine Basis von Kern(/) bilden. 


(d) Mit (c) ist Kern(/) ^ {0}. Also ist / nicht injektiv. Mit dein Rangsatz gilt wei- 
ter dim(M 4 ) = 4 = dirn(Kern(/)) + dim(Bild(/)) = 2 + dim(Bild(/)), also folgt 
dim(Bild(/)) = 2. Weil auch dim(M 2 ) = 2 gilt, folgt Bild(/) = M 2 , und / ist surjek- 
tiv. 


(e) Wir mussen die Basiselemente von & in / einsetzen und die Bilder als Linearkombi- 
nation der Elemente aus C schreiben: 


A\ 



voy 



= 2 - 



+ 1 ■ 




/1 \ 



w 


Nun werden die Koeffizienten in den Zeilen in die Spalten der Matrix geschrieben. 

<*«/)=(} i ^ j)- 


Aufgabe 3 

(a) Da xi + X2,X2 + 2:3, X3 + X\ Linearkombinationen von Xx,X2,Xs sind, folgt sofort 
x\ + X2, X2 + X3,X3 + x\ € (xi,X2, X3) unci damit auch (xi + X2, X2 + X3,X3 + x\) C 
(xi,a:2,2r3)- Wegen 

*i = ^((*i + x 2 ) - (x 2 + x 3 ) + ( x 3 + Zi)) 

X2 = ^((X2 + X3) - (X3 + xi) + (xi + X2 )) 

x 3 = ^((x 3 + Xi ) - (xi + X 2 ) + (x 2 + x 3 )) 

gilt 2:1, £2,2:3 € (2:1+2:2,2:2+2:3,2:3+ 2:1) und damit auch (xi, X2,X3) C (xi+X2,X2 + 

X 3 ,X3 + Xi). 

(b) Im Allgemeinen gilt nicht (2:1,2:2,2:3) = (x\ — X2,X2 — £3,2:3 — £1)■ 1 st zum Beispiel 
xi / 0 und xi = X2 = X3 , dann ist (x\,X2,X3) = (£1) ^ {0} und ( x\ — £2, £2 — 
X 3 , x 3 -xi) = (0,0,0) - {0}. 


Aufgabe 4 

(a) Ein lineares Gleichungssysteui rnit unendlich vielen Losungen ist zum Beispiel x\ + 
X 2 = 0 iiber den reellen Zahlen. Die Losungsmenge ist {a ^ ^ | a € K}. 

(b) Das Intervall (0,1) hat 0 als Haufungspunkt, denn die Folge (^) n eN hegt in (0,1) 
und konvergiert gegen 0, und 0 ^ (0,1). 

(c) Es gilt 

f e~ x dx = [-e~ x ] b a = -e~ b + e~ a . 

Ja 

1st jetzt zum Beispiel 6 = 0, dann muss e 

o 

a = — ln(2). Es gilt also f e~ x dx = 1. 

-M2) 


= 2 gelten, also —a = ln(2) oder 
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Aufgabe 2 

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ( A\b ) des linearen Gleichungssystems ist 

/l 2 0 1 | l\ 

12 1 2 | 2 . 

^2 4 —1 m j 2j 

Wir subtrahieren von der zweiten Zeile die erste und von der dritten Zeile das doppelte 
der ersten 



(1 

2 

0 

1 

1 


0 

0 

1 

1 

1 1 


1 ° 

0 

-1 

m — 2 

1 °/ 

und addieren die zweite Zeile zur dritten: 




(i 

2 

0 

1 

1 ^ 



0 

0 

1 

1 

1 1 

. 


1 ° 

0 

0 

m — 

1 1 1 



Im Fall rn = 1 haben wir in (*) fast schon die Treppennormalform erreicht; wir miissen 
zum Auffaumen in der letzten Spalte nur noch die dritte Zeile von der ersten und der 
zweiten abziehen und erhalten die Treppennorinmalforni 

/l 2 0 1 | 0\ 

0 0 1 1 I 0 . 

^0 0 0 0 I 1/ 



Es gilt Rg(A|b) = 3 / Rg(A) = 2, das Gleichungssystem ist in diesem Fall also nicht 
losbar. 


Im Fall m / 1 dividieren wir die letzte Zeile von (*) durch m — 1, subtrahieren sie an- 
schliefiend von der ersten und von der zweiten Zeile und erhalten die Treppennormalform 

A 2 0 0 | l-^\ 

0 0 10 1 1-jjtr • 

o o l | ^ ) 


Es gilt Rg(A|6) = Rg(A) = 3, das Gleichungssystem ist also losbar; zum Auffiillen auf 
Dreiecksform fiigen wir eine Nullzeile und dann auf der Diagonalen —1 ein 


A 2 0 0 | ^Ef\ 

0 -1 0 0 j 0 
0 0 i 0 I 

\° 0 0 1 | ^rj 

und lesen daraus die Losungsmenge ab: 


r 

fm-2\ 


2 \ 

y 

1 

0 

+ c 

-1 

| c e R 1 

m — 1 

m — 2 

0 


\ 1 ) 


\o) 



Aufgabe 3 

Es ist 


v = 


(x A 
*2 
X3 

\X 4 J 


€ Kern(/) o f(v) = 


l 0 \ 

X\ + x 2 
X 4 — X 3 
X 3 ~ X\ 

V 0 / 


= 0 O X 2 = —Xl, X 3 = x 4 



( Xl ) 


1 ^ 


(0\ 


-Xl 


-1 


0 

V = 

X3 

= Xi 

0 

+ X 3 

1 


\X3 ) 


\q) 


w 


(x 4 ,X 3 € R beliebig) , 


also Kern(/) = 
gilt 


/ 1 \ 

-1 

0 

\o/ 


/o\ 

0 

1 

W 


. Die beiden Vektoren sind linear unabhangig, derm es 


1 ^ 


/o\ 

-1 

+ ^3 

0 

0 

1 

\°) 


V 1 / 


— 0 o x\ = X 3 = 0 , 



sie bilden also eine Basis von Kern(/). Diese Vektoren konnen z.B. durch 


n\ 


/°\ 

1 0 


0 

1 0 


1 

W 


w 


zu einer Basis von K 4 erganzt werden; es ist 


/1\ 


(0\ 


(A 


0 ^ 


^CL + 

-1 

+ b 

0 

+ c 

0 

+ d 

0 


—a 

1 0 

1 

0 

1 


b + d 

\o) 


v) 


W 


W 


l b J 


— 0 a = b = c — d — 0, 


also sind die Vektoren linear unabhangig. Dainit bilden 


/ 


/ 1 \ 

0 

0 

W 


/ 0 \ 

1 

0 

0 

W 


und / 


/o\ 

0 

1 

W 


f0\ 

0 

-1 

1 

V o y 


eine Basis von Bild(/) (was man aber auch direkt hatte zeigen konnen). 

Es ist dim(Kern(/))+diin(Bild(/))—2+2—4=dim(]R 4 ), wie es der Rangsatz aussagt. 


Aufgabe 4 


a) Das wohl einfachste Beispiel ist / : R —>• R mit f(x) — 0 fiir alle also Kern(/)=M 

und dim(Kern(/)) = l. 

b) Das halboffene Intervall (0,1] hat 1 als Maximum; 0 ist Tnfimn iri, aber kein Minimum, 
da es nicht im Intervall liegt. 

OC OO II 

c) Die harmonische Reihe a n — ^ ist divergent, obwohl |”j = < 1 fiir alle 

n=l n=l n 

n € N gilt. 


d) Fiir die Betragsfunktion gilt das Gewiinschte (stetig, aber nicht differenzierbar) in 
xo = 0; die verschobene Betragsfunktion /:!->!, f(x) = \x — 1| hat dann die gleichen 
Eigenschaften in xo — 1: Sie ist als Komposition stetiger Funktionen auf ganz M stetig, 
aber fiir den Differenzenquotienten in X{) — 1 gilt mit den beiden Nullfolgen a n — 1 /n bzw. 
b n = —1 fn lim i£«i _ ]_ a ber lim — 


- lim = -1. 

n—> OO °n 


(„ ... hat den Knick in xq = 1“ reicht als Begriindung aber auch aus.) 
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Aufgabe 2 

Die erweiterte Koeffizieiiteiimatrix zum Gleichungssystem ist 

1 2 —1 0 —1 | 0 \ 

-1 -2 -2 -1 -1 j -1 

1 2 6 4 2 | 5 ' 

0 0 1 0 1 j 0 / 

Uni diese in Treppeimormalform zu uberfuhren, addieren wir die erste Zeile zur zweiten 
und subtrahieren die erste Zeile von der dritten. 

/l 2 -1 0 -1 | 0 \ 

0 0-3-l-2| -1 
0 0 7 4 3 | 5 

^0 0 1 0 1 | 0 / 



Nun vertauschen wir die zweite und die vierte Zeile. 


(\ 

2 -1 

0 

t-H 

1 

0 \ 

0 

0 1 

0 

1 1 

0 

0 

0 7 

4 

3 1 

5 


CO 

1 

o 

-1 

-2 | 

-v 


Jetzt addieren wir die zweite Zeile zur ersten, subtrahieren das Siebenfache der zweiten 
Zeile von der dritten und addieren das Dreifache der zweiten Zeile zur vierten. 

/l 2 0 0 0 | 0 \ 

0 0 10 1 | 0 

000 4 -4 j 5 

\0 0 0 -1 1 | -1/ 

Wir vertauschen die dritte und vierte Zeile. 

/I 2 0 0 0 | 0 \ 

0 0 10 1 | 0 

000-1 1 1-1 

\0 0 0 4 -4 I 5 / 

Zuin Schluss multiplizieren wir die dritte Zeile mit (-1) und subtrahieren anschliefiend das 
Vierfache der dritten Zeile von der vierten. 

/l 2 0 0 0 | 0\ 

0 0 10 1 jo 

0 0 0 1 -1 | 1 

\0 0 0 0 0 j 1/ 

Die Matrix ist jetzt in Treppennormalform. Wir lesen ab, dass der Rang der Koeffizien- 
tenmatrix 3 ist, wain-end der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix 4 ist. Das Glei- 
chungssystem ist also nicht losbar, die Losungsinenge ist die leere Menge 0. 


Aufgabe 3 

1. (a) Die Abbildung / : M 22 W —► IK mit /(j 

;(* j)) = l,aber 


a b' 
c d i 


) = ad + be ist nicht linear. Es 


ist zum Beispiel /(| 

/ (2 


1 o' 

0 1, 


) = /( 


'2 O' 

,0 2 , 


) = 4 * 2f( 


'l O' 

0 1, 


)• 


(b) Die Abbildung g : M 22 (K) — > R mit g{( a ^ j) = a — 2 (b + c) — d ist linear. 




Seien 



( a 2 

62 

u 

d‘2 

^«2 

62' 

l c 2 

d 2 


6 M 22 (R). Daim ist 


) = 


,fai + 0,2 61 + 62 

^ ^Ci+C 2 d\ + d >2 J 

= a,i + a,2 — 2(&i + &2 + Ci + c 2 ) — (dj + d'2) 

— (<U — 2(ii + ci) — di) + (a>2 — 2(f>2 + C 2 ) — ^ 2 ) 

X / a 2 b< 2 \ 

C 2 da. 



))+»( 


AuGerdem gilt fur r € R und [ ° ^ ] € M 22 (R) 

VC (1 

9(r\ " rf)) = ^((rc rd)) = ra ~ 2 ( rb + rc ) - rd = r(a-2(b + c) - d) =rg{\ 


Damit ist g linear. 


a) Die Vektoren der Menge M\ sind linear unabhangig. Uin das zu zeigen seien 
a, 6, c 6 R mit 


(l\ 


^ 2 ^ 


(0\ 


fa + 2b\ 


(0\ 

0 

+ 6 

-1 

+ c 

0 


-b 


0 

1 

0 

-1 


a — c 


0 

W 


^3 J 


\ 2 ) 


^36 + 2c j 


W 


Es folgt a + 2b = 0; —b = 0, a — c = 0 und 36+ 2c = 0. Atis der zweiten Gleichung 
folgt sofort 6 = 0 und damit aus der ersten Gleichung a = 0 und aus der vierten 
Gleichung c = 0. Also sind die Vektoren linear unabhangig. 


t>) 


Die Vektoren aus der Menge M 2 sind linear abhangig. Um das zu zeigen, beno- 
tigt man eine Linearkombination der Vektoren, die den Nullvektor ergibt und 
in der nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind. Entweder findet man diese Line¬ 
arkombination durch Ausprobieren oder rechnet sie aus. Dazu seien a, 6, c e R 


(A 


/ 2 \ 


fo) 


a+ 26 \ 


(o\ 

0 

+ 6 

-1 

+ C 

1 


—6 + c 


1 0 

1 

-1 

3 


a — 6 + 3c 


! 0 

w 


U J 


\-v 


56-5c J 


W 


Es folgt a+ 26 = 0, — 6+c = 0, a— 6+3c = 0 und 56—5c = 0. Hier ergibt sich ein 
lineares Gleichungssystem, das man mit den im Kurs gelernten Methoden Ibsen 
kann. Man sieht aber auch so ziemlich schnell, dass aus der zweiten und vierten 
Gleichung b = c folgt. Das in die dritte Gleichung eingesetzt ergibt a + 26 = 0, 
also genau die erste Gleichung. Eine Losung dieser Gleichung ware a = 2 und 
6 = —1. Mit 6 = c folgt dan auch c = — 1. Und tatsachlich ist 


(i\ 


/ 2 \ 

0 


-1 

1 


-1 

w 




(o\ 


(0\ 

1 


0 

3 


0 

\-v 


w 


Damit sind die Vektoren linear abhangig. 



Aufgabe 4 


Wir bestimmen ein Erzeugendensystem von Bild(/), inderri wir die kanonische Basis von 
Q 4 in / einsetzen. Es gilt 



M 

o 

0 

W 


) = 


(i\ 

0 

w 


also Bild{/) = { 


linear unabhangig, denn aus a 


fo\ 


(o\ 


(i\ 


c \ 


(o\ 

0 

+ b 

1 

+ C 

0 


b 

— 

0 

W 


v) 


\V 


+ bj 


w 


0 |). Diese drei Vektoren sind 

0, 


fur a, b, c e 


folgt c = 0 ,b = 0, a + b = 0 und damit sofort a = b = c = 0. Da diese drei Vektoren linear 
unabhangig sind, folgt Bild(/) = Q' 5 und Rg(/) = 3. 



